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ВВЕДЕНИЕ
Сложная динамика экзотермического химиче-

ского превращения подвижных гетерогенных сред
в реакторах вытеснения и ее визуальная недоступ-
ность обуславливают необходимость предваритель-
ного математического моделирования процесса.
Такой подход способствует пониманию реальных
явлений в реакторе, позволяет избегать нежела-
тельных экстремальных ситуаций, а также опти-
мизировать конструкцию реактора. Математиче-
ское моделирование требует комплексного науч-
ного подхода. В данном случае привлекаются
химическая кинетика в гетерогенной среде, фи-
зические аспекты динамики химически активной
среды и математика для построения и анализа
корректной математической модели. Этот подход
используется в классических монографиях по хи-
мической физике [1–4]. Сложность возникаю-
щих проблем требует анализа конкретных си-
стем, как это видно из журнальных публикаций
[5–10], в том числе и наших [11, 12].

В предлагаемом ниже исследовании предлага-
ется единый подход к моделированию группы ре-

акторов, различающихся конструктивными осо-
бенностями. Это позволяет расширить круг иссле-
дуемых гетерогенных химически активных систем
и оценить роль гравитационного воздействия на
динамику химического взаимодействия. Особен-
ность исследования состоит в том, что в нем изу-
чается экзотермическое химическое превращение
многокомпонентной смеси с учетом воздействия
гравитации на диффузионно-конвективный мас-
сообмен между компонентами. В качестве сило-
вого воздействия могут использоваться центро-
бежные силы (при помещении реактора в цен-
трифугу [13]). Отметим, что данный подход может
использоваться как в обычной химической тех-
нологии, так и применительно к экстремальным
высокотемпературным эмульсиям (расплавам),
возникающим в процессе высокотемпературного
синтеза целевых сплавов [13]. Цель статьи – разра-
ботка обобщенного метода математического моде-
лирования и алгоритмов решения экзотермическо-
го превращения гетерогенных многокомпонент-
ных систем в проточном реакторе вытеснения.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается гетерогенная эмульсионная
система, включающая дисперсную среду А и дис-
персионную фазу В (капли). Вещество В экстра-
гируется дисперсионной средой и вступает в хи-
мическое взаимодействие со средой А. В резуль-
тате получаем дисперсионную среду А с тремя
компонентами: АА, АВ и продуктом АР их взаимо-
действия. Изучаемая система подобна пористой
среде, но с подвижным скелетом. Подвижность
скелета регулируется силовым полем (гравита-
ция, центробежные силы в центрифуге), относи-
тельное движение несжимаемых компонент эмуль-
сии определяется вязкостью или различием их
плотностей. В условиях относительно невысоких
температур, когда экзотермическим химическим
взаимодействием можно пренебречь, возможно
исследование сепарационных процессов. Для вы-
соких температур в условиях интенсивного химиче-
ского взаимодействия формируется экстремально
сложное взаимодействие в меняющемся смесевом
составе, которое описывается системой нелиней-
ных дифференциальных уравнений, отражающих
фундаментальные законы сохранения физики и хи-
мической макрокинетики. Анализу комплекса воз-
никающих проблем и посвящена данная работа.

Математическая модель. В качестве приме-
ра (рис. 1) рассматривается упрощенная двухком-
понентная, химически активная смесевая среда. На
рис. 1 приведена схема возможных массовых
потоков в трубчатом реакторе вытеснения. Для
модели необходима разработка эффективных
приближенных методов решения систем уравне-

ний, в том числе привлечение “обобщенных” (раз-
рывных) решений.

Законы сохранения массы:

(1)

(2)

Здесь F – скорость обмена массой между веще-
ствами В и А через поверхность раздела ∑; δ – ко-
эффициент массоотдачи; ε – коэффициент, ха-
рактеризующий отношение концентраций вбли-
зи границы раздела жидкость–жидкость; ρВ = ,
νВ – объемная доля реагента В (среда В несжима-

емая),  – плотность В. Аналогично для А: ρА =

= , νА + νВ = 1. Скорости потоков веществ А
и В в реакторе – соответственно vА и vВ; сА + сВ +
+ сР = 1 – весовые концентрации реагентов в рас-
творе; ρА = ρАА + ρАВ + ρАР, где ρАА = ρАсА, ρАВ =
= ρАсВ, ρАР = ρАсР.

Уравнения диффузионно-конвективного мас-
сообмена:

(3)

(4)

(5)

где D – коэффициент диффузии. Суммируя вы-
ражения (3)–(5), получим уравнение (2) – закон
сохранения массы для компонента В. Следова-
тельно, одно из уравнений (2)–(5) может быть
удалено. В дальнейшем проводится анализ систе-
мы уравнений (2)–(4).

Законы сохранения импульса:

(6)

(7)

Здесь учтены силы гравитационного воздействия
(параметр g), вязкие силы (параметр aAB), обу-
словленные относительным движением компо-
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Рис. 1. Простейшая схема трубчатого реактора.
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нент эмульсии, а также перенос импульса за счет
массообмена. В уравнениях (6), (7) р – давление,
aАВ = νАνВηА(2ηА + 3ηВ) · 32kВ/[ (ηА + ηВ)] [3].
Вязкость зависит от температуры по закону η =
= η0exp(–E0/RT), dВ – характерный диаметр капель
реагента В, kВ – коэффициент. Предполагаем, что
капли имеют малый размер. Поэтому благодаря по-
верхностному натяжению их можно считать сфе-
рическими. Информацию о вязких силах можно
получить из специального анализа упрощенной
модели смесевой среды или из независимого экс-
перимента.

Законы сохранения энергии:

(8)

(9)

Здесь TА, TВ, T0 – соответственно температуры
веществ А, В и корпуса реактора; с – теплоем-
кость; λ – коэффициенты теплопроводности со-
ответствующих реагентов; χ – коэффициенты
теплообмена; Q – тепловой эффект химического
взаимодействия. Замыкается математическая мо-
дель уравнениями состояния для сред, участвую-
щих в процессе. Компоненты эмульсии предпо-
лагаются несжимаемыми и легко деформируемы-
ми,  и  – постоянные величины.

Анализ математической модели. Рассматрива-
емая система нелинейных дифференциальных
уравнений является “жесткой”, т.е. содержащей
большие и малые величины параметров. Это обу-
словлено сильным различием характерных вре-
менных и пространственных размеров деталей
общего процесса, например характерного време-
ни экстракции реагента В в дисперсионную среду
А и характерного времени экзотермического взаи-
модействия веществ А и В. С этим временем связа-
но характерное время нагрева среды, а в зависимо-
сти от скорости движения компонент эмульсии ме-
няется время пребывания химически активной
среды в реакторе. Характерное время установле-
ния силового равновесия в среде зависит от отно-
шения скорости движения среды к скорости звука в
среде (скорости распространения малых возмуще-
ний). Отметим также, что нелинейность системы
дифференциальных уравнений может привести к
неоднозначности функций, характеризующих ре-
шение. Математическая модель процесса нужда-

2
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ется в анализе ее корректности, введении “обоб-
щенного решения” (см. [14]), определении необхо-
димых начальных и граничных условий, подборе
эффективных приближенных численных методов
ее исследования. В этой связи следует отметить
ряд важных моментов.

1. Скорость движения среды в реакторе много
меньше скорости распространения звуковых воз-
мущений. Левые части уравнений (6) и (7) содер-
жат субстанциональные производные скорости по
времени (  и  соответственно). В без-
размерном уравнении появляется малый пара-
метр. Вследствие его малости предполагается, что
среда успевает переходить в квазиравновесное
состояние. Используя уравнения (6) и (7) (умно-
женные соответственно на νА и νВ), получим

(10)

(11)

Уравнение (10) соответствует аналогу закона
Дарси, а уравнение (11) – аналогу закона Архиме-
да. Переход к этим уравнениям открывает доступ
к более простому численному алгоритму реше-
ния, который будет описан ниже.

2. Малое характерное время теплообмена меж-
ду веществами А и В (большое безразмерное значе-
ние параметра теплообмена χАВ) позволяет приме-
нять однотемпературное приближение законов со-
хранения энергии.

3. Предполагается “однородность” эмульсии и
считается, что распределение диаметров капель
компонента В в эмульсии влияет на количествен-
ные характеристики динамики среды. Качествен-
ная картина течения может описываться усред-
ненными параметрами. Возможны особенности
движения, которые можно учитывать в рамках
данной модели путем ее усложнения. В качестве
примера можно взять процесс, когда компонент В
имеет большую плотность, чем компонент А, и
его характерный диаметр изменяется в процессе
экзотермического взаимодействия в реакторе. В
этом случае компонент В, попав в реактор, снача-
ла тонет, а потом, став малой, увлекается расту-
щими вязкими силами вместе с компонентом А
(см. рис. 2). В результате динамика течения
эмульсии изменяется на качественном уровне.
Вводя дополнительные параметры и допуская су-
ществование двух характерных диаметров капель
компонентов В1 и В2 и, соответственно, увеличи-
вая число скоростей движения  и , можно
получить аналогичную модель и исследовать осо-
бенности процесса.
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4. Физически понятно, что компоненты А и В
не могут одновременно находиться в одном и том
же месте пространства. Процессы вытеснения од-
ного компонента другим (а также вопросы коагу-
ляции и дробления капель) в данной модели не
рассматриваются. Здесь не обсуждается и сама
возможность описания реального многомерного
процесса одномерным приближением.

Безразмерные переменные и безразмерная си-
стема дифференциальных уравнений. Для безраз-
мерной пространственной координаты ξ = x/  и

безразмерного времени τ = t/  в качестве норми-

рующих эталонов примем  = L (L – длина реак-
тора вытеснения), и в характерное время пребы-
вания среды в реакторе, L/  (  – характерная ско-
рость движения эмульсии). Безразмерные скорости
движения компонент эмульсии равны  и

. Отношение плотностей компонент

эмульсии , отношение предэкспонен-
циальных множителей , отношение вре-
мени пребывания среды в реакторе к характерному
времени экстракции реагента В в дисперсионную
среду . Безразмерная вязкость и грави-
тация характеризуются соответственно параметра-

ми  и . Безразмерную
температуру целесообразно вводить согласно
рекомендации Д.А. Франк-Каменецкого [1]:

, где  – характерная темпера-
тура химического взаимодействия.
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Процесс формирования фронтальных режи-
мов и их динамика чувствительны к параметрам
β = R /E (характеризует зависимость скорости

реакции от температуры),  (тепло-
вой эффект химического взаимодействия) и

 (число Льюиса, величина которого
влияет на устойчивость распространения фронта).

Анализ различных режимов работы реактора,
структуры и динамики полей температуры и кон-
центрации реагентов удобно проводить, опираясь
на параметры Дамкёлера, Пекле и Семёнова:

В итоге запишем уравнения математической
модели в безразмерном виде.

Законы сохранения массы:
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(13)

Уравнения диффузионного обмена:
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Рис. 2. Схематичное изображение возможного движения компонент эмульсии в реакторе.
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(15)

Закон сохранения энергии:

(16)

Уравнения гидродинамики относительного дви-
жения компонентов А и В:

(17)

Из уравнения (17) можно определить одну из
скоростей – пусть это будет . Исследуемая сре-
да предполагается несжимаемой. Для определения
второй скорости двухскоростной модели эмульсии,

, будем использовать сумму уравнений (12) и
(13). Это суммарное дифференциальное уравне-
ние зависит только от ξ (своеобразный аналог
оператора div v = 0 для гидродинамики несжима-
емых сред), при этом производная (νА + νВ) по
времени равна нулю (напомним, что νА + νВ = 1).

Для общей системы уравнений математиче-
ской модели можно рассмотреть два случая. Если
анализируется роль давления в реакторе (напри-
мер, при определении центробежных сил), целе-
сообразно дополнительно использовать уравне-
ние (10) для квазигидростатического давления.
Если же роль давления не исследуется, это урав-
нение из рассмотрения можно исключить.

Для замыкания модели (12)–(17) необходимо
ввести начальные и краевые условия. Начальные
данные необходимы для уравнений с производ-
ной по времени (для νВ, сА, сВ, θ). Краевые же
условия нужны для вычисления ,  (в рассмат-
риваемом нами случае – для , ). Для
сА, сВ и θ краевые условия задаются на входе (ξ = 0)
и выходе (ξ = 1) из реактора. Доказательство кор-
ректности такой постановки задачи из-за ее суще-
ственной нелинейности отсутствует. Более того, из-
вестно [14], что более простые модели оказываются
некорректными при определенных соотношениях
параметров. Поэтому необходимо введение “обоб-
щенных” решений и привлечение специфических
методов приближенного численного решения.
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АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ

Рассматриваемая математическая модель от-
носится к классу “жестких” нелинейных систем
дифференциальных уравнений. При построении
ее разностного аналога использовались неравно-
мерные по времени и пространству, адаптирующи-
еся к решению разностные сетки. При разностной
аппроксимации законов сохранения руководство-
вались принципами их балансности (разностные
аналоги законов сохранения), неявности (коррект-
ность асимптотик при любом временном шаге), ли-
нейности (разрешимости результирующих разност-
ных уравнений), устойчивости. Этого удается до-
стичь далеко не для всякой нелинейной модели, но
в то же время сокращает время счета, облегчает про-
цесс регулирования точности разностного решения
и трактовки его причинно-следственного физиче-
ского смысла. Точность контролируется на “тесто-
вых” примерах с известным решением.

Сначала определяем скорость движения ком-
понент А и В, исходя из уравнения (17) и суммы
уравнений (12) и (13) как функции νА и νВ. Отме-
тим, что в отсутствие химического взаимодей-
ствия таким способом определяется “чистый” се-
парационный процесс для веществ А и В в реак-
торе вытеснения. Из уравнения (17) следует

(18)

Суммируя уравнения (12) и (13), подставляя в
результат  и интегрируя, получим

(19)

Подставляя выражение (19) в (13) и используя
равенство νА + νВ = 1, получаем интегро-диффе-
ренциальное уравнение для определения νВ с яв-
ным нелинейным выражением для  как функ-
ции . В работе [14] приведены результаты ис-
следования корректности задачи Коши для
квазилинейных уравнений первого порядка

с начальным условием u|t = 0 = u0(x) и рассмотрены
способы построения обобщенного решения. Дело в
том, что даже для гладких однозначных начальных
данных могут формироваться неоднозначные ре-
шения, вследствие чего нужно вводить обобщен-
ные решения и специальные приближенные мето-
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ды их определения. Однозначности можно добить-
ся путем введения “исчезающей вязкости” :

с теми же начальными данными. Эффективный
численный метод их определения предложен в
работе [15]. При отсутствии химического взаимо-
действия уравнение (13) имеет аналитическое ре-
шение в форме бегущей волны, νВ(ξ,τ) = νВ(ξ + υFτ),
которое может служить “тестом” для его анализа
и оценки точности приближенного решения:

(20)

Пусть ζ = ξ + vFτ, где vF – скорость фронта бегу-
щей волны. Тогда уравнение (20) сведется к обык-
новенному дифференциальному уравнению:

(21)

Здесь . Решение уравнения полу-
чается в форме

Рассмотрим случай положительных скоростей
перемещения компонент эмульсии в реакторе. Для
разностной аппроксимации уравнения (13) с “искус-
ственной вязкостью” целесообразно выбирать νВ на
верхнем слое разностной аппроксимации. Нели-
нейные слагаемые нужно линеаризовать, линей-
ную составляющую брать с верхнего слоя, а нели-
нейную – с нижнего. Эта процедура обеспечивает
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устойчивость и положительность определения νВ.
Наличие “искусственной вязкости” обуславливает
необходимость выбора краевого условия на выходе
из реактора:  В разностных уравнениях
для концентрации и температуры используется
проверенная опытом неявная аппроксимация па-
раболических уравнений с конвекцией. Соответ-
ственно, берется одинаковая аппроксимация фи-
зически одинаковых источников (сВ выбирается с
верхнего слоя как лимитирующий компонент, сА и
θ берутся с нижнего слоя). Последовательность ре-
шения уравнений следующая: (15), (14), (16).
Определенные на верхнем слое переменные при
дальнейшем их использовании берутся с верхнего
слоя.

АНАЛИЗ ПРОЦЕССА ЭКЗОТЕРМИЧЕСКОГО 
ХИМИЧЕСКОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
ДВУХКОМПОНЕНТНОЙ ЭМУЛЬСИИ

В качестве примера описанного выше при-
ближенного численного анализа рассмотрим
зависимость динамики процесса от параметра

. Этот параметр характеризует
отношение сил гравитации к вязким силам, т.е.
управляет относительной скоростью движения
компонентов А и В. Он существенно зависит от
диаметра капель в эмульсии. Физически понятно,
что если капли достаточно мелкие, то вязкое вза-
имодействие в среде переводит двухскоростное
движение в односкоростное, т.е. скорости капель и
несущей среды выравниваются. Математическая
модель таких процессов рассмотрена в работе [12].

В 0.∂ν ∂ξ =

( )1 Пg aρΔ = Δ − Δ

Рис. 3. Распределение температуры по высоте реактора при  = 0.6. Время τ: 1 – 0.658, 2 – 0.704, 3 – 0.718, 4 – 0.734, 5 –
0.746, 6 – 0.774, 7 – 0.823, 8 – 0.908, 9 – 1.278.
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В качестве примера возможностей предложен-
ного алгоритма моделирования на рис. 3 пред-
ставлены результаты расчетов для установивше-
гося колебательного двухскоростного режима. Из
этого рисунка видна динамика температурного
поля по высоте реактора в различные моменты
времени для одного периода колебаний. Прини-
мались следующие значения безразмерных пара-
метров и краевые условия: Se = 1, Da = 0.2, Pe = 10,
Le = 0.1, β = 0.01, γ = 0.01, ε = 1, Πρ = 0.5, ΠL = 10,
Πk = 1, θ0 = 2, θ(0,τ) = –5, θ(ξ,0) = 0, cA(0,τ) = 1,
cB(0,τ) = 0, νА(0,τ) = 0.5. На рис. 4 показаны соот-
ношения скоростей реагентов в точке, соответ-
ствующей максимальной температуре, для раз-
личных значений введенного ранее параметра Δ,
регулирующего воздействие гравитационных и
вязких сил. В результате численных исследова-
ний данной модели можно получать и другую ин-
тересующую исследователей информацию о ди-
намике работы реактора.

ОБОБЩЕНИЕ АЛГОРИТМА ДЛЯ АНАЛИЗА 
ТРЕХКОМПОНЕНТНОЙ ЭМУЛЬСИИ

Рассмотрим несколько более сложный случай,
когда исследуемая система трехкомпонентна, а в
виде дисперсной фазы находятся два реагента –
В1 и В2 (рис. 2в).

Математическая модель
Законы сохранения массы:
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1 1
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Здесь Fi – скорость обмена массой между веще-
ствами Вi и А через поверхность соприкоснове-

ния Σ;  = , ρА = ,  – удельный объем

реагента Вi,  – плотность реагента В, νА +  +
+  = 1, vА и  – скорости движения реагентов
A и B, сА + сВ + сР = 1 – концентрации реагентов в
растворе.

Уравнения диффузионно-конвективного мас-
сообмена:
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Суммируя уравнения (23)–(25), получим урав-
нение (22). Следовательно, одно из уравнений
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Рис. 4. Изменение скорости движения реагентов А (кривые 1, 2, 3) и В (кривые 1', 2', 3') по высоте реактора при сле-
дующих значениях : 1, 1' – 0.6; 2, 2' – 1.0; 3, 3' – 0.15.
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(22)–(25) может быть удалено. Пусть это будет
уравнение (25).

Законы сохранения импульса:

(26)

(27)

(28)

Соотношение  (d –диаметр ка-
пель, индекс “0” соответствует начальному состоя-
нию) позволяет следить за изменением диаметров
капель компонентов В (в рамках гипотезы сохране-
ния числа капель в единице объема и изменения их
массы за счет объема несжимаемой среды).

Законы сохранения энергии:

(29)

(30)

(31)

Все капли реагента В можно считать изолиро-
ванными друг от друга и теплообмен между ними
отсутствующим. Теплообмен осуществляется че-
рез дисперсионную среду A.

В случае, соответствующем рис. 2в, имеем
трехкомпонентную эмульсию при любом сече-
нии (0 ≤ x ≤ L). Краевые условия задаются при
входе в реактор для всех компонентов A, В1 и В2.
На выходе из реактора обычно используются
условия с нулевой производной по x. В случае те-
чения эмульсии, соответствующей рис. 2б, нужны
дополнительные расчеты. Здесь часть реактора

1 1
1 1 1 1

1 1

В В
В В В

АВ А В( ),

В
p g

t x x
a

∂ ∂  ∂ρ + = −ν − ρ + ∂ ∂ ∂ 
+ −

v v
v

v v

2 2
2 2 2 2

2 2

В В
В В В В

АВ А В( ),

p g
t x x

a

∂ ∂  ∂ρ + = −ν − ρ + ∂ ∂ ∂ 
+ −

v v
v

v v

1 1 2 2

1 2

А А
А А А А

АВ А В АВ В

1 А В 2 А В

( ) ( )
( ) ( ).

А

p g
t x x

a a
F F

∂ ∂ ∂ ρ + = −ν − ρ − 
 ∂ ∂ ∂

− − − − −
− − − −

v v
v

v v v v

v v v v

3 3 0
B B0 B Bd d = ν ν

1 1 1
1 1 1

1 1 1 1

В В В
В В В

АВ В А В В 0( ) ( ),

T T T
c

t x x x
T T T T

∂ ∂ ∂   ∂ρ + = λ −   ∂ ∂ ∂ ∂   
− χ − − χ −

v

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2

В В В
В В

АВ В А В В 0( ) ( ),

В
T T T

c
t x x x

T T T T

∂ ∂ ∂   ∂ρ + = λ −   ∂ ∂ ∂ ∂   
− χ − − χ −

v

∂ ∂ ∂∂   ρ + = λ + ρ ×   
   ∂ ∂ ∂ ∂
 × − + χ − + χ − − 
 

− χ − − − − −

1 1 2 2

1 2

А А А
А А А А А В

АВ В А АВ В А
А

A А 0 1 А В 2 А В

exp ( ) ( )

( ) ( ) ( ).

T T Tc Q kc с
t x x x

E T T T T
RT

T T cF T T cF T T

v

вблизи входа заполняется реагентом A, а начиная
с некоторой неизвестной точки , имеем трех-
компонентную эмульсию (A, В1 и В2). Точка 
определяется из условия равенства всех трех ско-
ростей компонентов эмульсии. Для компонента A
необходимо задавать краевое условие на входе ре-
актора. Аналогичные условия появляются для ре-
акторов с несколькими входами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложены и исследованы опирающиеся на
фундаментальные законы сохранения математи-
ческие модели экзотермического химического
взаимодействия в подвижной гетерогенной среде
в реакторе вытеснения при воздействии гравита-
ционных сил. Для конкретных процессов предло-
жены алгоритмы численного решения нелиней-
ных систем дифференциальных уравнений. Изуче-
на низкоскоростная вязкая динамика подвижной
гетерогенной среды в условиях гравитации. Для
описания сепарационных процессов в подвиж-
ной гетерогенной среде привлекаются обоб-
щенные (разрывные) функции вместо неодно-
значных функций, возникающих при решении
нелинейных уравнений. Получено аналитическое
решение, которое может быть использовано в каче -
стве теста для контроля точности приближенных
методов анализа. Предложенный метод математи-
ческого моделирования использован для анализа
экзотермического химического взаимодействия
двухкомпонентной эмульсии в реакторе вытесне-
ния. Разработанные специальные численные ме-
тоды анализа процессов могут использоваться
для широкого круга реакторов вытеснения.

Работа выполнена в рамках госзадания (темы
№ AAAA-A19-119022690098-3, № АААА-А19-
119071190040-5 и № АААА-А21-121011990037-8).
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