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Изучена классическая модель гейзенберговской спиновой цепочки с обменными взаимодействиями 
ферро-(F) и антиферромагнитного (AF) типов. Эта модель используется для качественного опи-
сания свойств купратов с краевым зацеплением. Модель характеризуется параметром фрустрации, 
который является отношением констант AF- и F-взаимодействий. В зависимости от величины 
этого параметра основное состояние является либо ферромагнитным, либо синглетным со спино-
выми корреляциями геликоидального (спирального) типа. Основное внимание уделено исследо-
ванию возбужденных состояний в спиральной фазе, которые представляют собой доменные стенки, 
разделяющие в этой фазе области с противоположной хиральностью. Показано, что эти возбуждения 
отделены щелью от основного состояния и их энергия определяет масштаб температур, при кото-
ром происходит фазовый переход из спирального в ферромагнитное состояние. Вычисленные 
энергии возбуждений доменных стенок использованы для построения линии Лифшица на фазовой 
диаграмме.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Теоретические и экспериментальные исследо-
вания низкоразмерных магнетиков с конкуриру-
ющими обменными взаимодействиями вызывают 
в последние годы большой интерес [1]. Одним из 
важных классов таких соединений являются це-
почки квадратных блоков CuO4, соединенных в 
вершинах (купраты с краевым зацеплением). 
В этих соединениях магнитными являются ионы 
двухвалентной меди Cu2+, имеющие спин s = 1/2, 
и взаимодействие между соседними ионами Cu2+ 
является ферромагнитным, а между следующими 
за соседними – антиферромагнитным. В по-
следние годы был синтезирован целый ряд купра-
тов с краевым зацеплением, в которых эти взаи-
модействия сравнимы по величине и их конку-
ренция приводит к фрустрации. К числу таких 
купратов относятся, например, Li2CuO2, 
Li2ZrCuO4, PbCuSO4(OH)2, Rb2Cu2Mo3O12 и другие 
и происходит постоянное появление новых со-
единений этого типа. Базовой моделью для их 

описания является модель гейзенберговской спи-
новой цепочки с обменными взаимодействиями 
ферро- (F) и антиферромагнитной (AF) типов, 
гамильтониан которой имеет вид

	 + += ∑ ⋅ + ∑ ⋅1 1 2 2,i i i iH J JS S S S 	 (1)

где Si – оператор спина 1/2 на i-том узле, а J1 и 
J2 – ферро- и антиферромагнитные обменные 
интегралы, (J1 < 0, J2 > 0).

Модель (1) характеризуется параметром фру-
страции a = J2 /| J1|. Фазовая диаграмма основного 
состояния квантовой модели (1) была изучена в 
ряде работ [2–11]. Основное состояние модели 
(1) ферромагнитно при a < 1/4. При a = 1/4 про-
исходит квантовый переход из ферромагнитного 
основного состояния в синглетное со спиновыми 
корреляциями геликоидального типа (“спираль-
ное” основное состояние). Замечательно, что этот 
переход происходит при одном и том же значении 
a = 1/4 как для квантовой модели (1), так и для 
классической версии этой модели, в которой опе-
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раторы Si заменяются классическими векторами 
Si = s ni, где ni – единичный вектор. 

Хотя многие свойства модели (1) к настоящему 
времени хорошо изучены, остается ряд менее ис-
следованных свойств, которые важны для пони-
мания поведения реальных соединений при низ-
ких температурах. Это касается, например, струк-
туры основного состояния и спектра возбуждений 
в спиральной фазе при значениях параметра фру-
страции a, близких к критическому ac = 1/4. Эта 
задача будет рассмотрена в данной работе. Она 
интересна, в частности, и потому, что параметр 
фрустрации в ряде купратов близок к критиче-
скому значению. Например, оценка этого пара-
метра, полученная из анализа экспериментальных 
данных по неупругому рассеянию нейтронов и 
ЯМР [11, 12], дает для Li2CuO2 и PbCuSO4 значе-
ние α ≈ 0.3.

В настоящее время свойства основного со-
стояния и низкотемпературная термодинамика 
квантовой F–AF модели (1) при a = 1/4 могут быть 
изучены либо путем численных расчетов конечных 
цепочек, либо приближенными методами. С дру-
гой стороны, классическая версия модели (1) мо-
жет быть исследована аналитическими методами. 
Известно, что квантовая и классическая ферро-
магнитные цепочки (a = 0) имеют универсальное 
низкотемпературное поведение [9, 13]. Например, 
низкотемпературная намагниченность ферромаг-
нитной цепочки с любым спином s, включая клас-
сический, является функцией универсальной 
(скейлинговой) переменной s3J1h/T 2. Хотя такая 
универсальность для фрустрированных ферромаг-
нетиков строго не доказана, можно ожидать, что 
она имеет место также и для F–AF-цепочки, по 
крайней мере при значении α, близком к крити-
ческому [9]. Например, температурная зависи-
мость магнитной восприимчивости классической 
модели при a ≥ 1/4 качественно согласуется с по-
лученной в численных расчетах температурной 
зависимостью для квантовой модели, а также и с 
экспериментальными данными для реальных со-
единений. Следовательно, изучение классической 
F–AF-модели в окрестности точки перехода при 
a = 1/4 важно и для понимания свойств квантовой 
F–AF-цепочки. Термодинамика классической 
F–AF-модели в окрестности точки перехода была 
изучена нами ранее в работе [14]. Было показано, 
что вычисление статистической суммы этой мо-
дели сводится к решению квантомеханической 

задачи о частице в туннельном потенциале. Было 
выяснено, что переход из геликоидальной фазы, 
являющейся основной при a > 1/4, в ферромаг-
нитную происходит при критической температуре 
Tc ~ (a – 1/4)3/2. Однако было неясно, какого рода 
возбуждения геликоидальной фазы ответственны 
за этот переход. В данной работе мы изучим свой-
ства основного и возбужденных состояний гели-
коидальной фазы и покажем, что вышеуказанный 
переход обусловлен возбуждениями специального 
типа – доменными стенками в однородной гели-
коидальной фазе. 

2. СПИНОВАЯ МОДЕЛЬ ВБЛИЗИ ТОЧКИ 
ПЕРЕХОДА

В окрестности точки перехода при a = 1/4 
удобно представить гамильтониан (1) в виде

	

( )

( )

+ −

+

= ∑ − + −

 − α − ∑ −  

2
1 1

2
2

1
2

8

1 1
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2 4

i i i

i i

H S S S

S S  	 (2)

В уравнении (2) мы положили | J1| = 1.
Далее мы будем рассматривать классическую 

версию гамильтониана (2) при (a – 1/4) << 1. 
В низкотемпературном пределе тепловые флук-
туации малы, а угол поворота спирали мал при 
(a – 1/4) << 1, так что соседние спины почти па-
раллельны друг другу. Следовательно, можно ис-
пользовать континуальное приближение и заме-
нить набор классических векторов ni векторным 
полем n(x). Тогда

	 ( )
2

1 1 2
2i i i s

x
+ −

∂− + ≈
∂

n
S S S ,

	 ( )2 2i i s
x+

∂− ≈
∂

n
S S .	 (3)

С использованием приближения (3) гамильто-
ниан (2) может быть представлен в виде функцио-
нала энергии:

	
2 22

2
2

1
,

8 2
E s dx

xx

  ∂ γ ∂  = ∫ −   ∂  ∂  

n n 	 (4)

где g = (4a – 1). Векторное поле n(x, t) определено 
угловыми переменными j(x, t) и q(x, t) как 

( )cos sin ,sin sin ,cos= ϕ θ ϕ θ θn . 
Вдали от точки перехода при a = 1/4 первый 

член в подынтегральном выражении (4) мал по 
сравнению со вторым. Однако при g << 1 этот член 
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является преобладающим. Функционал энергии 
в угловых переменных θ и φ принимает довольно 
громоздкий вид. Численный анализ функцио-
налов этого типа [15, 16] показывает, что минимум 
энергии (4) достигается либо при φ = const, либо 
при θ = const. Физически это означает, что при 
включении сколь угодно малой анизотропии взаи-
модействий вдоль любой оси (X, Y или Z) мини-
мум энергии достигается либо при φ = const, либо 
при θ = const. В дальнейшем принимается, что 
угол φ имеет постоянное значение. Тогда уравне-
ние (4) примет вид

	
  ∂ θ ∂θ γ ∂θ    = + −      ∂ ∂    ∂  ∫

2 4 22
2

2

1 1
.

8 8 2
E s dx

x xx
	 (5)

В уравнении (5) удобно ввести замену пере-
менной = ξ γ/ 2x , после чего функционал энер-
гии принимает вид

	
2 4 22 3/2 2

3/2 2
2 .

2

s
E d

  γ ∂ θ ∂θ ∂θ    = + − ξ     ∂ξ ∂ξ    ∂ξ  
∫ 	(6)

Как следует из уравнения (6), отношение E/g3/2 
не зависит от g, т.е. энергия нормирована на g3/2. 

Варьируя функционал (6) по q(x), получим для 
q(x) нелинейное уравнение Эйлера:

	
24 2 2

4 2 2
6 2 0.

d
∂ θ ∂ θ ∂θ ∂ θ − + = ξ ∂ξ ∂ξ ∂ξ

	 (7)

Это уравнение имеет тривиальное решение: 
q(x) = ±(x – x0), описывающее спиральную кон-
фигурацию спинов. Это решение соответствует 
основному состоянию спиральной фазы, и ее 
энергия равна Emin = –1/2Ls2g2.

Заметим, что основное спиральное состояние 
двукратно вырождено относительно хиральности 
спирали (закрученности по и против часовой 
стрелки). Наряду со спин-волновыми возбужде-
ниями в спиральной фазе важную роль играют 
кинки (доменные стенки), разделяющие области 
с противоположной спиральностью. Для нахож-
дения этих состояний необходимо найти другие, 
нетривиальные решения уравнения Эйлера (7). 
В этом случае удобно ввести функцию y(x) = ∂q/∂x, 
которая удовлетворяет уравнению

	 ′− +′′ =3( 2 2 ) 0,y y y 	 (8)
где ′ = ∂ ∂ξ/y y .

Интегрирование уравнения (8) приводит к 
дифференциальному уравнению для y(x):

	 ( )′ = − + +2 4 22 ,y y y Ay B 	 (9)
где A и B – постоянные.

Функционал энергии, выраженный через y(x), 
принимает вид, подобный выражению для сво-
бодной энергии в известной модели Кана–Хил-
лиарда для спонтанного разделения фаз бинар-
ного вещества [17–21]:

	 ( ) ( )
2 3/2 22 2

3/2
1 .

2
min

s
E E y y d

γ  − = + − ξ  
′∫ 	 (10)

В общем случае функция в правой части урав-
нения (9) имеет вид двухъямного потенциала. 
В зависимости от постоянных A и B возможны 
различные решения уравнения (9). Нас интере-
суют такие решения, которые обеспечивают ко-
нечную плотность энергии. Таким образом, мы 
ищем решения уравнения (9) в классе ограни-
ченных по величине функций y(x) и y′(x). Анализ 
возможных решений уравнения (9), удовлетворя-
ющих этим условиям, показывает, что существует 
несколько различных решений этого типа.

Одно из них соответствует следующему выбору 
постоянных: A = 0, B = 1. Тогда уравнение (9) имеет 
вид
	 ′ = − +2 4 2( ) 2 1.y y y 	 (11)

Решением этого уравнения является функция 
y(x) = th(x – x0). Соответствующая ей функция q(x) 
имеет вид

	 ( ) ( )( )0 0ln cosh 2 ,x x x θ = θ + γ −  	 (12)

где q0 и x0 – произвольные постоянные. Конфи-
гурация спинов для уравнения (12) схематично 
показана на рис. 1, из которого видно, что в левой 
и правой частях цепочки реализуются две спи-
ральные фазы с разной хиральностью. Переход 
между этими фазами происходит на относительно 
коротком участке (толщина доменной стенки).

Как следует из уравнения (12), это решение 
описывает дефект в однородной спирали – до-
менную стенку (кинк), разделяющую два домена 
разной хиральности. Энергия этого возбужден-
ного состояния равна

	 ( )
2

3/2 2 3/22 0.943 .
3dw
s

E s= γ ≈ γ 	 (13)

Возбуждения, связанные с образованием хи-
ральных доменных стенок, имеют щель размером 
Edw ~ g3/2, и их вклад в термодинамику экспонен-
циально мал при T << g3/2. Однако при T ~ g3/2 они 
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существенно влияют на свойства системы. В част-
ности, они определяют характер фазового пере-
хода из спирального в ферромагнитное состояние. 

Интересно рассмотреть влияние возбуждений 
этого типа на поведение структурного фактора 
S(q) в зависимости от температуры при T ~ g3/2. 
Как было показано нами ранее в работе [14], 
структурный фактор S(q) при T  = 0 имеет 
δ-образный максимум при = ± γ2 ,maxq  указыва-
ющий на дальний спиральный порядок, и угол 
спирали может быть отождествлен с импульсом 
qmax. Но уже при T  > 0 дальний порядок разруша-
ется тепловыми флуктуациями и δ-пик сглажи-
вается, как показано на рис. 2. При повышении 
температуры максимум S(q) уменьшается и qmax 
стремится к нулю как ~ ;max cq T T−  модель в этом 
случае переходит из спиральной фазы в ферро-
магнитную. Такая зависимость подобна поведе-
нию параметра порядка в фазовых переходах 2-го 
рода, роль которого здесь играет величина qmax 
(отметим, однако, что для данной модели речь 
идет, конечно, о ближнем, а не о дальнем по-
рядке). Этот параметр порядка исчезает при T = Tc, 

и критическая температура Tc = Edw ~ g3/2. Зависи-
мость критической температуры Tc от g определяет 
границу Лифшица (рис. 3) на фазовой диаграмме 
при a > 1/4. Отметим, что полученная зависимость 
энергии возбуждения от g проявляется и в пове-
дении других термодинамических величин. На-
пример, магнитная восприимчивость как функция 
температуры имеет максимум при T ~ Edw ~ g3/2.

Интересно отметить еще одно аналитическое 
решение уравнения (9). Оно соответствует случаю, 
когда A = 0, B < 1. В этом случае удобно восполь-
зоваться параметризацией постоянной B = sin2(2b). 
Тогда это решение имеет вид

	 ( ) ( )2(sin ) sn 2 cos ,tg .y b b bξ = ξ 	 (14)

Здесь sn(u, k) – эллиптическая функция Якоби. 
Решение (14) позволяет проследить, как осцил-
лирующее решение типа малоамплитудных спи-
новых волн при малых значениях b трансформи-
руется в периодическую систему кинк–антикинк 
(рис. 4). Хотя энергии этих конфигураций очень 
высоки (пропорциональны длине системы), воз-
можность непрерывной трансформации спиновых 
волн в периодическую систему солитонов вносит 
ясность в понимание типа возможных возбуж-
дений в системе.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы изучили модель классической гейзенбер-
говской спиновой цепочки с ферромагнитным 
взаимодействием соседних и антиферромагнит-
ным взаимодействием несоседних спинов. Эта 
модель используется для качественного описания 
свойств класса купратов с краевым зацеплением. 

Рис. 1. Схематичная конфигурация спинов для реше-
ния типа доменной стенки (кинка) между двумя спи-
ральными фазами с разной хиральностью.

Рис. 2. Статический структурный фактор S(q) для нескольких значений нормализованной температуры t = T/g3/2: 
1 – t = 0, 2 — t = 1, 3 – t = 0.2, 4 — t = 0.09. Положение максимума структурного фактора qmax определяет наличие/
отсутствие спирального ближнего порядка.
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Свойства рассмотренной модели существенно 
зависят от параметра фрустрации α – отношения 
обменных взаимодействий двух типов. Критиче-
ское значение ac = 1/4 разделяет ферромагнитную 
и синглетную (спиральную) фазы основного со-
стояния. Были вычислены энергии щелевых воз-
бужденных состояний спиральной фазы типа 
доменных стенок (кинков), разделяющих области 
с противоположной хиральностью. Было пока-
зано, что положение максимума структурного 
фактора стремится к нулю при определенной кри-
тической температуре (точке Лифшица) и эта 
критическая температура определяется энергией 
возбуждения доменных стенок. 

Данная работа была выполнена при финансо-
вой поддержке Министерством науки и высшего 
образования Российской Федерации (тема 
№ 122041400110-4).
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Рис. 3. Фазовая диаграмма модели (1). Граница Лифшица разделяет области с ферромагнитным и спиральным 
ближним порядком.

Рис. 4. Решение уравнения Эйлера (11) для двух зна-
чений параметра b. Показано, как осциллирующее 
решение типа малоамплитудных спиновых волн 
(штриховая линия) трансформируется в периодиче-
скую систему кинк–антикинк (сплошная линия).
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DOMAIN-WALL EXCITATIONS IN HELICAL PHASE OF SPIN CHAIN 
WITH COMPETING EXCHANGE INTERACTIONS

V. Ya. Krivnov1*, D. V. Dmitriev1

1Emanuel Institute of Biochemical Physics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
*E-mail: krivnov@deom.chph.ras.ru

The classical Heisenberg spin chain with competing exchange interactions of ferro-(F) and antiferromagnetic 
(AF) types has been considered. This model describes qualitatively properties of the edge-sharing cuprates. The 
model id characterized by the frustration parameter which is a ratio of the AF- and F-interactions. The ground 
state of the model is either ferromagnetic or singlet with helical spin correlations in dependence of the frustration 
parameter. The main attention is given to the study of excited states in the helical phase. These states are domain 
walls separating the regions with opposite chiralities. It is shown that these excitations are gapped and their energy 
scales the temperature region in which the phase transition from the helical to the ferromagnetic phase takes place. 
The calculated energies of domain-walls excitations are used for the determination of the Lifshitz boundary on 
the phase diagram.

Keywords: frustrated spin chain, edge-shared cuprates, chiral domain wall, Lifshitz boundary.
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